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The first proof by rotation I ever saw was probably this proof that 1/∞ is equal to zero, starting
from 1/0 =∞:
which I found on a blog by Tanya Khovanova [2]. Later, while reading a book about Carl Friedrich
Gauss, I started wondering if the young Gauss didn’t use rotation to find his trick to calculate the
sum of the first 100 numbers. The eight year old Gauss wrote the numbers 1, 2,. . . , 100 in a row,
and then again in the opposite order in the row below. Then he added the columns, each of which
totaled 101, from which he easily found the sum. He might have imagined it like this: Write down the
numbers next to each other, rotate the result 180 degrees, and merge the original with the rotated
version. You get something as in Figure 1 [3].
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Carl Friedrich Gauss (1777-1855), een van de ge-
niaalste wiskundigen ooit, was slechts zeven jaar 
oud toen hij zijn leraar verbaasde door één twee-
drie de som uit te rekenen van de getallen 1, 2, 3, ..., 
100. De manier waarop hij dit deed hoort thuis in 
‘Het Boek’ waarnaar Paul Erdős regelmatig verwees 
en waarin volgens hem God – waarin hij overigens 
niet geloofde – het elegantste bewijs van elke stel-
ling bijhield. De stelling waarover het in dit geval 
gaat is de volgende: 
 de som van de eerste n natuurlijke 
getallen is gelijk aan 1
2
n(n + 1). 
Of, in een formule uitgedrukt: 
1 + 2 + 3 + 4 + ··· + n =
 
1
2
n(n + 1). 
We kunnen de manier waarop de jonge Gauss deze 
som berekende als volgt beschrijven. We hebben zo 
ook meteen een bewijs van bovenstaande formule.
(HQYDQGHIUDDLVWHPHWKRGHQRPHHQZLVNXQGLJHVWHOOLQJWHEHZLM]HQLVPHWEHKXOSYDQ
SODDWMHV]RQGHUGDWGDDUDOWHYHHOZRRUGHQDDQZRUGHQYXLOJHPDDNW,QGLWDUWLNHOOHLGHQ
we enkele mooie formules af door plaatjes te roteren.
Qdoor Paul Levrie (Faculteit Toegepaste Ingenieurswetenschappen, Universiteit Antwerpen)
%(:,-6'225
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In !guur 1 staan de getallen waarvan we de som 
willen weten in een rijtje naast elkaar (bovenste 
plaatje). Draai deze strook over een hoek van 180° 
(middelste plaatje) en leg de twee stroken over el-
kaar heen (onderste plaatje). De som van alle ge-
tallen in deze strook is natuurlijk precies gelijk aan 
tweemaal de gezochte som 1 + 2 + 3 + ··· + n. In elk 
vierkantje staan twee getallen. En omdat de som 
van deze twee getallen in elk vierkantje gelijk is aan 
n + 1 en omdat er n vierkantjes zijn, volgt dadelijk: 
2(1 + 2 + 3 + ··· + n) = n(n + 1), 
wat overeenkomt met wat onze stelling zegt.
SOM VAN KWADRATEN Het leuke aan deze 
methode is dat we haar kunnen aanpassen zodat 
ze ook werkt voor de som van de kwadraten van de 
eerste n natuurlijke getallen, dus voor 12 + 22 + 32 
+ ··· + n2. Omdat deze som gelijk is aan 1 · 1 + 2 · 2 
+ 3 · 3 + 4 · 4 + ··· + n · n, kunnen we haar eenvou-
Figuur 2 Leg de eerste drie driehoeken 
op elkaar. Dat geeft de vierde driehoek.
n-3 1234...n-2n-1n
n-31 2 3 4 ... n-2 n-1 n
n-3 1234...n-2n-1n
n-31 2 3 4 ... n-2 n-1 n 4
3
2
1
2
3 3
4 4 4
Figuur 1 Leg de bovenste twee stroken op elkaar. 
Dat geeft de onderste strook.Figure 1: Gauss’s trick to calculate the sum of the first n numbers
The numbers in each square have the same sum n + 1. Hence we find:
2 · (1 + 2 + 3 + . . . + n) = n(n + 1) ⇒ 1 + 2 + 3 + . . . + n = n(n + 1)
2
.
Is generalization of this method possible? Yes it is. We can use it to find the formula for the sum of
the first n squares, using an equilateral triangle. We’ll do it for n = 4 (Figure 2). Note that the sum
of the entries in the left triangle is equal to 12 + 22 + 32 + 42. If we rotate this triangle twice over
120 degrees, and put the results together in one triangle, we get this:
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Figuur 1 Leg de bovenste twee stroken op elkaar. 
Dat geeft de onderste strook.
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dig gra!sch voorstellen in een driehoek. Voor n = 4 
zie je deze driehoek in !guur 2 (links). 
De som van alle getallen in de driehoek is pre-
cies gelijk aan 12 + 22 + 32 + 42. En het is duidelijk 
hoe de driehoek er zal uitzien voor willekeurige n: 
onderaan staat dan n keer het getal n. Draai deze 
driehoek eerst linksom over een hoek van 120° 
(tweede plaatje) en doe met het resultaat ditzelf-
de nog eens (derde plaatje). Leg ten slotte de drie 
driehoeken over elkaar heen, dat gee# het plaatje 
rechts. 
In elk klein driehoekje staan nu drie getallen. 
Zoals je kunt zien, is de som van die dri getallen 
voor elke driehoek gelijk. Voor n = 4 is deze som 
blijkbaar 9, maar als we verder redeneren met een 
willekeurige n, dan zal het bovenste driehoekje de 
getallen 1, n en n bevatten. 
De som is dan 2n + 1, en dat zal ook zo zijn voor 
de som van de drie getallen in de andere driehoek-
jes. Aan de ene kant hebben we dus drie driehoeken 
op elkaar gelegd, en in elk van deze driehoeken is 
de som van de getallen precies gelijk aan 12 + 22 + 
32 + ··· + n2. En aan de andere kant hebben we een 
driehoek die opgebouwd is uit 1 + 2 + 3 + ··· + n 
kleinere driehoekjes, en de som van de drie getal-
len in zo’n klein driehoekje is gelijk aan 2n + 1. We 
kunnen dus besluiten: 
 3(12 + 22 + 32 + ··· + n2) = 
                               (1 + 2 + 3 + ··· + n)(2n + 1). 
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Het rechterlid is volgens de stelling van Gauss gelijk 
aan 1
2
n(n + 1)(2n + 1). 
Met andere woorden:
 de som van de kwadraten van de eerste 
n natuurlijke getallen is 1
6
n(n + 1)(2n + 1). 
Of, in formulevorm:
12 + 22 + 32 + ··· + n2 = 1
6
n(n + 1)(2n + 1).
SOM VAN DERDEMACHTEN Kunnen we een 
dergelijke formule ook vinden voor de som van de 
eerste n derdemachten? Met behulp van het vier-
kant in !guur 3 lukt dat inderdaad. Probeer zelf na 
te gaan dat de som van de getallen in dit vierkant 
precies gelijk is aan 13 + 23 + 33 + ··· + n3. Ga ver-
volgens te werk zoals hierboven. Uit wat je vindt, 
kun je de formule a$eiden die de som van de eerste 
n derdemachten gee#. Q
Figuur 3 Draai dit vierkant drie keer een kwartslag en 
leg de vier vierkanten op elkaar. Leid daaruit de for-
mule voor de som van de eerste n derdemachten af.
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dig gra!sch voorstellen in een driehoek. Voor n = 4 
zie je d z riehoek in !guur 2 (links). 
De som van alle getallen in de driehoek is pre-
cies gelijk aan 12 + 2 3 4 . En het is du delijk 
hoe de driehoek er zal uitzien voor willekeurig  n: 
onderaan st at d n n keer h t getal n. Draai deze
driehoek eerst linksom over een hoek van 120°
(tweede plaatje) en doe met het resultaat ditzelf-
de nog eens (derde plaatje). Leg ten slotte de drie 
driehoeken over elkaar heen, dat gee# het plaatje 
rechts. 
In elk klein dr ehoekje staan nu drie getallen. 
Zoals je kunt zien, is de som van die dri getallen 
voor elke driehoek gelijk. Voor n = 4 i  deze som
blijkbaar 9, maar als we verder eden ren m t een 
willekeurig  n, da  zal het bovenste driehoekje de 
getallen 1, n en bevatt n. 
De som is dan 2n + 1, en dat zal ook zo zijn voor 
de som van de drie getallen in de andere riehoek-
jes. Aan de ene ka t hebben w  dus drie riehoeken 
op elkaar gelegd, n in elk van deze riehoeken is 
de som van de getallen pr cies gelijk aan 12 + 2
32 + ··· + n2. E  aan de andere kant hebben w  een 
driehoek di  opgebouwd is uit 1 + 2 + 3 + ··· + n 
kleiner  driehoekjes, en de som van de drie getal-
len in zo’  klein dr ehoekje is g l jk aan 2n + 1. We 
kunnen dus besluit n: 
 3(12 + 2 3 ··· + n2) = 
         (1 + 2 + 3 + ··· + n)(2n + 1). 
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Het rechterlid is volgens d  stelling va  G uss gelijk 
aan 1
2
n(n + 1)(2n + 1). 
Met andere woorden:
 de som van de kwadraten van de eerst  
n natuurlijke getallen is 1
6
n(n + 1)(2n + 1). 
Of, in formulevorm:
12 + 2 3 ··· + n2 = 1
6
n(n + 1)(2n + 1).
SOM VAN DER MACHTEN Kunnen w  een 
dergelijke formule ook vinden voor de som van de 
eerst  n d rdemachten? Met behulp van het vier-
kant in !guur 3 l kt dat inderdaad. Probeer z lf na 
te gaan dat de som van de getallen in dit vierkant 
precies gelijk is aan 13 + 2 3 ··· + n3. Ga ver-
volgens t  werk zoals hierboven. Uit wat je vindt, 
kun je de formule a$eid n di  de som van de eerst  
n derdemachten ge #. Q
Figuur 3 D aai dit vierkant drie keer e n kwartslag en 
leg d  vier vierkanten op elkaar. Leid daaruit de for-
mule voor de som van de eerst  n d rdemachten af.
⇒
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dig gra!sch v orstellen i  ee  driehoek. Voor n = 4 
zie je deze driehoek in !guur 2 (links). 
De som van all  getall n in de driehoek is pre-
cies gelijk aan 12 + 22 + 32 + 42. En het is duidelijk 
hoe de dr hoek r zal uitzien voor willekeurige n: 
onderaan staat dan n keer het getal n. Draai deze 
drieho k eerst linksom over een hoek van 120° 
(tw ede plaatje) en doe met het resultaat ditzelf-
de nog ens (derd  plaatje). Leg ten slotte de drie 
dri hoek  over lkaar he n, dat gee# het plaatje 
rechts. 
In elk klei driehoekje staan nu drie getallen.
Zoals je kunt zien, is d om van die drie getalle  
voor elke riehoek g lijk. Voor n = 4 is deze som 
b ijkbaar 9, maa  als we v rder redeneren et een 
willekeurige n, dan zal et bovenste driehoekje de 
getallen 1, n en n bevatten. 
De som is dan 2n + 1, en dat zal ook z  zijn vo r 
de som van de d ie getallen in de andere driehoek-
jes. Aan de ene kant h bben w  dus drie driehoeken 
op elkaar gelegd, en in elk va deze driehoeken is 
de som van de getallen precies gelijk aan 12 + 22 + 
32 + ··· + n2. En aan de a dere kant hebben we een 
driehoek die opgebouwd is uit 1 + 2 + 3 + ··· + n 
kleinere drieho kjes, en de som van de drie getal-
l n in zo’n klein driehoekje is gelijk aan 2n + 1. We 
ku nen dus besluiten: 
 3(12 + 22 + 32 + ··· + n2) = 
                    (1 + 2 + 3 + ··· + n)(2n + 1). 
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Het rechterlid s volgens de tell ng van Gauss gelijk 
aan 1
2
n(n + 1)(2n + 1). 
Met ande e woorden:
 d  som van de kwadraten van de eerste 
n natuurlijke getallen is 1
6
n(n + 1)(2n + 1). 
Of, in formulevorm:
12 + 22 32  ··· + 2 = 1
6
n(n + 1)(2n + 1).
SO  VA DERDEMACHTEN Kunnen we een 
dergelijke f mule ook vinde voor de som van de 
eerste n derd mac te ? Met behulp van het vier-
kant in !guur 3 lukt dat inderda d. Probeer zelf na 
te g an dat de som van de getallen in dit vierkant 
precies gelijk is aan 13 + 23 + 33 + ··· + n3. Ga ver-
vo gens te w rk zoals hierboven. Uit wat je vindt, 
ku je de formule a$eiden die de som van de eerste 
n derdemachten gee#. Q
Figuu  3 D aai dit vi rkant drie ke r een kwartslag en 
leg de vi r vierkanten op elkaar. Leid daaruit de for-
mul voor de som van d  eerste n derdemachten af.
Figure 2: Using rotation to find the sum of the squares of the numbers 1, 2, 3, 4
1
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x = 3 
x = 4 
x = n
y = 1 
y = 2  
y = 3 
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y = n
Figure 3: Giving coordinates to every position in the triangle
The sum of the numbers in each little triangle is the same for all triangles. To prove this in the
general case, we give every number in the triangle a set of coordinates (x, y), as in Figure 3.
One rotation moves the point with coordinates (x, y) to the new position (n − x + y, n − x + 1).
Hence, if we look at a particular triangle, for instance the one at position (x, y), after the merging
process it will contain the 3 numbers associated with the positions
(x, y), (n− x + y, n− x + 1), (n− y + 1, x− y + 1) .
Since the number in a certain position is precisely its first coordinate in this case, we find for the
sum of the numbers in one little triangle:
x + (n− x + y) + (n− y + 1) = 2n + 1 .
We have 3 copies of the original triangle, hence we may conclude:
3 · (12 + 22 + 32 + . . . + n2) = (1 + 2 + 3 + . . . + n) · (2n + 1)
and this can be rewritten using Gauss’s result:
12 + 22 + 32 + . . . + n2 =
n(n + 1)(2n + 1)
6
.
Exercise 1 [4]. Use this method to calculate the sum of the first n triangular numbers.
Exercise 2 [1]. Use a similar method to find the sum of the first n third powers. Hint – Use the
following picture:
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(tweede plaatje) en doe met het resultaat ditzelf-
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voor elke driehoek gelijk. Voor n = 4 is deze som 
blijkbaar 9, maar als we verder redeneren met een 
willekeurige n, dan zal het bovenste driehoekje de 
getallen 1, n en n bevatten. 
De som is dan 2n + 1, en dat zal ook zo zijn voor 
de som van de drie getallen in de andere driehoek-
jes. Aan de ene kant hebben we dus drie driehoeken 
op elkaar gelegd, en in elk van deze driehoeken is 
de som van de getallen precies gelijk aan 12 + 22 + 
32 + ··· + n2. En aan de andere kant hebben we een 
driehoek die opgebouwd is uit 1 + 2 + 3 + ··· + n 
kleinere driehoekjes, en de som van de drie getal-
len in zo’n klein driehoekje is gelijk aan 2n + 1. We 
kunnen dus besluiten: 
 3(12 + 22 + 32 + ··· + n2) = 
                               (1 + 2 + 3 + ··· + n)(2n + 1). 
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Het rechterlid is volgens de stelling van Gauss gelijk 
aan 1
2
n(n + 1)(2n + 1). 
Met andere woorden:
 de som van de kwadraten van de eerste 
n natuurlijke getallen is 1
6
n(n + 1)(2n + 1). 
Of, in formulevorm:
12 + 22 + 32 + ··· + n2 = 1
6
n(n + 1)(2n + 1).
SOM VAN DERDEMACHTEN Kunnen we een 
dergelijke formule ook vinden voor de som van de 
eerste n derdemachten? Met behulp van het vier-
kant in !guur 3 lukt dat inderdaad. Probeer zelf na 
te gaan dat de som van de getallen in dit vierkant 
precies gelijk is aan 13 + 23 + 33 + ··· + n3. Ga ver-
volgens te werk zoals hierboven. Uit wat je vindt, 
kun je de formule a$eiden die de som van de eerste 
n derdemachten gee#. Q
Figuur 3 Draai dit vierkant drie keer een kwartslag en 
leg de vier vierkanten op elkaar. Leid daaruit de for-
mule voor de som van de eerste n derdemachten af.Challenge. Find a similar proof for the sum of the first n fourth powers. (Not yet solved.)
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